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Résumé

Dans ce rapport, nous commencons par examiner une nouvelle technique appelée
"Différenciation Automatique Randomisée", introduite en 2020 dans larticle [1].
Il s’agit d’'une variante randomisée de la différentiation automatique standard qui
permet d’obtenir un estimateur de gradient non biaisé en utilisant un échantillonnage
au niveau du graphe de calcul. Dans un premier temps, nous présentons les bases
théoriques de cette méthode dans un cadre général. Ensuite, nous nous penchons
sur son impact en termes de performances et d’utilisation de la mémoire lors de
I’entrainement de réseaux de neurones.

Dans la deuxiéme partie de ce rapport, nous étudions une méthode permettant
d’approximer une espérance conditionnelle & 1'aide de réseaux de neurones. Nous
appliquons ensuite cette méthode dans le contexte d’'un modéle de crédit avec une
intensité de défaut stochastique, en particulier pour calculer les spreads des contrats
CDS et calibrer les paramétres du modéle en utilisant des données de marché.
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Introduction

Dans le domaine de I'apprentissage automatique et du calcul des sensibilités des
produits financiers, la Différenciation Automatique s’est imposée comme un outil
puissant, offrant a la fois rapidité et précision dans le calcul des gradients. Cepen-
dant, un défi courant lors de I’entrainement de réseaux neuronaux est I'utilisation de
la mémoire, qui devient souvent un goulot d’étranglement. Cela souléve une question
importante : Est-il judicieux d’allouer d’importantes ressources mémoire pour le cal-
cul des gradients exacts, notamment lors de 'utilisation de méthodes d’optimisation
stochastique ? Pour répondre a cette préoccupation, la Différenciation Automatique
Randomisée entre en jeu, offrant des estimations de gradients non biaisées tout en
réduisant les besoins en mémoire, bien que cela se fasse au détriment d’une variance
accrue.

1 Différenciation automatique

La différenciation automatique[2|, également connue sous le nom d’AD (Auto-
matic Differentiation), regroupe différentes techniques permettant de transformer
un programme qui évalue une fonction différentiable f : R — R™ en un autre
programme capable de calculer les dérivées associées, notamment la jacobienne :
I = f': RY = Rmxn

Contrairement aux méthodes traditionnelles de différenciation symbolique ou
numérique, ’AD permet de calculer les dérivées avec une précision élevée et sans
erreur d’arrondi significative.

L’idée fondamentale de I’AD est de décomposer une fonction en une séquence
d’opérations élémentaires plus simples, telles que les additions, les multiplications
et les fonctions élémentaires. Ces opérations sont ensuite combinées en un graphe
de calcul, ou chaque nceud représente une opération et chaque aréte représente un
flot de dépendance.

L’AD fonctionne en évaluant simultanément la fonction et sa dérivée en utilisant
les régles de dérivation standard. En utilisant un graphe computationnel linéarisé
(LCG), ’AD peut calculer les dérivées exactes de la fonction donnée en effectuant
une seule passage de calcul.

Les composantes de f sont représentés par y;, les entrées par 0;, et les variables
intermédiaires par z;. L’AD peut étre décrite comme le calcul d’une dérivée partielle
qui se fait en sommant tous les chemins a travers le graphe computationnel linéarisé

(Bauer, 1974) [3] :
R IUTED SR | = (1)

— - Oz
[i—3] (k1) €[i—7]

ou [i — j] représente les chemins du sommet ¢ au sommet j et (k,1) € [i — j] décrit
I’ensemble des arétes dans ce chemin.

La différenciation automatique se déroule en deux étapes : le forward pass, qui
évalue la fonction d’origine et stocke les valeurs intermédiaires, et le backward



pass, qui calcule les dérivées par rapport aux variables d’entrée en utilisant les
valeurs intermédiaires stockées et la régle de dérivation en chaine.

Remarque : En pratique, afin de simplifier le graphe de calcul, z; peut étre un
vecteur de dimension d; ce qui fait que 0z/02z, € R%*% représente la jacobienne
intermédiaire de 'opération z, — z.
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FIGURE 1 — Exemple d’un graphe de calcul

2 Différenciation automatique randomisée

2.1 Présentation générale

La différenciation automatique randomisée [1| consiste a construire un graphe
computationnel linéaris¢ (LCG) creux et aléatoire lors du forward pass, de sorte
que I'application de I’AD a ce nouveau graphe génére une estimation non biaisée du
vrai gradient. Il est important de noter que le graphe computationnel d’origine est
utilisé lors du forward pass, tandis que la randomisation est utilisée pour déterminer
un LCG a utiliser lors du backward pass. Cette approche permet de réduire les cotits
de mémoire en stockant directement le LCG creux ou en conservant un nombre limité
de variables intermédiaires nécessaires au calcul de ce LCG. Une stratégie simple
consiste a échantillonner uniformément et aléatoirement des chemins & partir du
graphe de calcul, et a former une estimation de Monte Carlo de I’équation (1).
L’échantillonnage a partir d'un LCG composé d’opérations vectorielles peut étre
réalisé grace & ce que nous appelons "l'injection de matrice aléatoire". Prenons
I'exemple de la figure (2)

dy Oy 0CIBOA

90 9C OB OA 00



ou A, B, C sont des vecteurs dont les composantes sont a;, b;, ¢;, 0C' /0B, 0B /0A sont
les matrices Jacobienne pour les opérations intermédiaires de taille 3 x3, dy/0C est
un vecteur ligne 1 x 3, et dA/06 est un vecteur colonne 3 x 1.

On remarque que la contribution du chemin p = 0 — a; — by — ¢ — y au
gradient y est donnée par

dy ~0C _ 0B _ 0A
ac a5 aa " 5g
T

avec P; = e;el’ (ol les e; représentent la base canonique de R3). En général, pour
échantillonner des chemins d'une étape B — C dans un LCG vectorisé, ou B €
R¢, C € R™, on utilise la matrice aléatoire Pp = %Zle R,. Les R, sont i.i.d

d k
~UPL P, ... P). Ona B[R] = Y7 1P =1, et E[P] = 437 | E[R] =
dkil, =1,

TN . . . N . k
Nous considérons trois matrices Py, Pg et P suivant la méme loi que % Y e Rs
et I'estimateur de gradient suivant :

dy oy _ OC OB 9A
a0~ ac oo a0

E (5] = SEPc] $9E [Po] $3E [P4] 53 = 5

~

Par conséquent, 2 est un estimateur non biaisé du gradient.
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FIGURE 2 — Graphe de calcul vectorisé

2.2 Pourquoi un estimateur non-biasé
2.2.1 Algorithme de Robbins-Monro

L’algorithme Robbins-Monro[4], introduit en 1951 par Herbert Robbins et Sut-
ton Monro, présente une méthodologie pour résoudre un probléme de recherche
de racine d’une fonction, o la fonction est représentée sous forme d’espérance :
h(0) =E[H(0,Z)], avec Z ~ p. L’algorithme s’écrit alors :

0n+1 - ‘gn - 'Vn—l-lH (Qny Zn+1) y n Z 0 (2)



, avec Z, des varibales i.i.d ~ p et (7, )nen+ une suite de réels positifs.
Théoréme (Algorithme de Robbins-Monro)[5] Supposons que la fonction
moyenne h soit continue et que :

1. VO e R4, 0 #06., (0—0.]|h(0))>0.
2. 0p€ L? et que VO € R4, ||H(0,2Z)]|s < C(1+10])
3. La suite des pas (7,),,>, satisfait la condition Decreasing Step (DS) :

Z”yn =400 and Z’yﬁ <+

n>1 n>1

Alors

{(h=0}={0} et 6,2
La convergence est également valable dans tout LP,p € (0,2) (et (|0, — 0.]),5, est
bornée dans L?).

0.

2.2.2 Descente de gradient stochastique (SGD)

On se place dans le cas ot I'on souhaite trouver une racine du gradient d une cer-
taine fonction exprimée sous forme d’une espérance : h(0) = VL(0) = E[H (0, Z)],
avec L : RY — R une fonction différentiable . Dans ce cas, H(6, Z) est un estima-
teur non biasé de VL.

Théoréme (Descente de gradient stochastique)[5] Supposons que :

1. limpg 400 L(0) = +00, VL est Lipschitzienne, [VL|* < C(1+ L) et {VL =
0} = {6.}.

2. [[H(0,Z)|2 < C\/T+ L(0) et que L(8) € L*(P).

3. (n),>, satisfasse (DS).

Alors
L(0,) = midnL et 0, 250, lorsque n — 4o00.
R

De plus, VL (0,) converge vers 0 dans tous les LP,p € (0,2) (et (L (6,)),, est
bornée dans L' de sorte que (VL (6,)),,~, est bornée dans L?).

Dans le cadre d’apprentissage automatique supervisé, on dispose d’un jeu de don-
nées étiquetées (zx)p=1.n, avec 2z = (Tk,yx). On cherche & minimiser une fonc-
tion de cotit empirique en fonction des parameétres du modeéle 6. La fonction de
coiit globale s’écrit comme une moyenne de fonctions de coiit locales 6 : L(0) =
% SOV L (fa(), yr)- Le gradient associé est

N N
VL) = 7 SVl (e n) = B (901 (). 1) v s = 3

Ainsi, a chaque itération de l'algorithme de SGD, on tire d’'une maniére indé-
pendante un indice i,, ~ U({1,...,N}) et on met & jour les parameétres suivant la
régle :



9n+1 =0, — ’VnJrlng (f9n (xin+1)7 yin+1) ;, n=>0 (3>

Dans I'équation (5), on suppose qu’on peut calculer de fagon assez précise le gra-
dient de la loss locale Vg, ce qui est vrai dans le cas d’un réseau de neurones grace
a la technique d’autodifférentiation. Ainsi, la seule source de bruit est le tirage des
échantillons. Cependant, la nouveauté de la méthode de différenciation automatique
randomisée est de remplacer ce calcul exact par un estimateur du gradient grace
a un échantillonnage effectué au niveau du graphe de calcul de I’AD et d'une ma-
niére indépendante du tirage des échantillons, tout en conservant le caractére non
biaisé afin de rester dans le cadre de l'algorithme de Robbins-Monro. Le nouveau
algorithme de SGD s’écrit :

——rad
gn—i-l =0y — ’YTL-HV@K (f9n (xin+l)7 yin+1) , n=>0 (4>

3 Réseau de neurones

3.1 Définition

Soient L, nl% nll .. . nlHl € N. Soit ¢ : R — R et pour tout ¢ = 1,...,L,
Ay R — R une fonction affine. Une fonction F : R™” — R"™ définie comme
suit :

F(r)=ApoF, yo0---oF avec Fy=00A,pour { =1,...,L—1

est appelée un réseau de neurones [6](feed forward). Ici, la fonction d’activation o est
appliquée composante par composante. L désigne le nombre de couches, nl!, ... nlt=1
représentent les dimensions des couches cachées et nl%, nlt représentent respective-
ment les dimensions des couches d’entrée et de sortie. Pour tout ¢ = 1,.... L, la
fonction affine A, est donnée par Ay(z) = W'+ b pour certains W¢ e R~ ot
' € R"". Pour tout i = L...,nl 5 =1,... nl=1 le réel I/Vf; est interprété comme
le poids de I'aréte connectant le noeud 7 de la couche £ — 1 au nceud j de la couche
L.

On note NN, ; l'ensemble des réseaux neuronaux qui vont de R® a R" avec
une fonction d’activation o.

3.2 Fonctions de perte

Dans les réseaux de neurones, il existe deux types couramment utilisés de fonc-
tions de perte : I'Erreur Quadratique Moyenne (MSE) et la Perte de I’Entropie Croi-
sée. Ces fonctions sont utilisées dans des contextes de régression et de classification,
respectivement.

1. L’Erreur Quadratique Moyenne (MSE) est utilisée dans les problémes de ré-
gression. Elle mesure la moyenne des carrés des différences entre les valeurs
prédites par le réseau neuronal et les valeurs réelles de la variable cible. Cette
fonction de perte est définie par la formule :



n

o1 X
MSE(y, 9) = — > (v — )’
i=1
ol y représente les vraies valeurs de la variable cible, y représente les valeurs
prédites par le réseau neuronal, et n est le nombre total d’échantillons.

2. La Perte de ’Entropie Croisée est utilisée dans les problémes de classification.
Elle mesure la dissimilitude entre les probabilités prédites par le réseau et
les probabilités réelles des classes. Cette fonction de perte est définie par la
formule :

CrossEntropy(y, ) = — Z sz log(#:)
i=1

ol y représente les vraies classes (encodées en "one-hot"), 3 représente les
probabilités prédites des classes.

Dans le cas de la classification, il est courant d’appliquer une fonction d’activation
softmax aux sorties du réseau de neurones avant d’utiliser la perte de ’entropie
croisée. Cela permet de convertir les sorties en probabilités normalisées pour chaque
classe.

La fonction softmax est définie comme suit :

e
softmax(z) = (Zc—lez])
J= i=1,....c

oll z; est la valeur de la i-éme sortie du réseau neuronal et ¢ est le nombre total
de classes.

En ce qui concerne la régression, il n’est généralement pas nécessaire d’appliquer
une activation spécifique aux sorties du réseau.

3.3 Analyse rapide de la complexité spatiale

Dans cette section, nous examinerons le cas des réseaux neuronaux entiérement
connectés avec des activations ReLU. L’objectif est d’identifier les étapes gour-
mandes en mémoire lors de la rétropropagation afin de dériver une bonne stratégie
d’échantillonnage de chemins. A titre d’illustration, nous considérons un exemple
simple de la figure (3), ol nous avons un réseau a deux couches et utilisons la des-
cente de gradient stochastique. Le gradient de la perte associée a I’échantillon x
par rapport a W est donné par :

dy 5’h2,1 8@171 8h1,1
8h271 8@1,1 Ghl,l an
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FIGURE 3 — Graphe de calcul d'un réseau de neurones avec deux couches cachées.

Analysons séparément chaque terme dans la formule précédente :

— %31 : Dépend de la dimension de sortie du probléme de classification ou de
régression, qui est généralement de 1'ordre de 10, cette variable n’est donc pas

un goulot d’étranglement en matiére de mémoire.

Oha1
Odai 1
de la premiére couche. Elle peut étre construite a partir de Ws, qui est déja

stockée en mémoire.

Oai 1
8h1’1
activation ReLU, il s’agit d’une matrice binaire et peut donc étre stockée avec

un bit par entrée.

Ohiy . . . . ) . .
T, La jacobienne de la sortie de la couche cachée par rapport a Wy, qui,

dans un perceptron multicouche, est équivalent aux entrées de la couche en
question (c’est-a-dire les activations de la couche précédente). Dans le cas de
la figure (3), cela correspond & z;. Dans le cas général, avec m échantillons
dans le mini-batch de dimension nl~! chacun, la taille de cette matrice est
de m - nl=1. Par conséquent, le stockage de cette variable constitue un goulot
d’étranglement en termes de mémoire si on augmente les tailles ou le nombre
d’échantillons par mini-batch ou bien le nombre de couches cachées.

: est la jacobienne de la deuxiéme couche cachée par rapport a ’activation

: représente la jacobienne de la fonction d’activation. Dans notre cas d'une

Remarque : Dans 'analyse précédente, nous avons uniquement pris en compte
la contribution d’un échantillon au calcul des gradients de la fonction cotit du réseau.
Cela correspond a sélectionner le chemin jaune sur la figure (3). Par conséquent,
la descente de gradient stochastique (SGD) ou la Mini-Batch SGD peuvent étre
considérées comme des cas particuliers de la différenciation automatique randomisée,
ol nous isolons la contribution d’un ou de plusieurs échantillons a chaque itération.

3.4 L’algorithme de rétropropagation

Pour les détails de calcul des gradients utilisés dans cette section, nous renvoyons
le lecteur a [7].

3.4.1 Notations

Nous introduisons ici quelques notations qui seront utilisées dans cette section.



— L est le nombre de couche cachée dans le réseaux, nl¥ est le nombre de neurones

de la couche [ et m la taille du mini-batch.

— 2l g grmxnl! répresente la sortie de la couche [ avant activation et ol € Rrmxnl!

celle apres activation.
— Wl g el op plll ¢ R, représentent respectivement les poids et les
biais de la couche [

Forward Wl sl W[le bl Wit pll
(0] — v [1] 2] [1—1) A alll
a =T a 1 a
» Layer1 | | Layer2 ( - =| Layer | ST
QO JU w2l e 1= [0 i /ﬁ(:f = alt,y)
Backward N sy s — =
oL oL oL oL oL oL
awlT apltl awrl  apl2l awTll  aplll

FIGURE 4 — Algorithme de rétropropagation pour un réseau feed forward.

3.4.2 Forward

Durant le pass forward, les activations des neurones sont calculées couche par
couche en se propageant de I'entrée vers la sortie du réseau. Cela peut étre résumé
par les équations suivantes :

Initialisation : al® = . ou x est la matrice de données de taille m x nlo.
Entrée : al=1]

L — gl gl
= gl

Sortie : al!
Variables sauvegardées pour le pass backward : al=1, 21 et WU

3.4.3 Backward

Pendant cette étape, chaque couche prend en entrée le gradient de la fonction
perte par rapport a son activation, ainsi que certaines variables sauvegardées lors de
la pass forward, calcule le gradient par rapport a ses poids, puis produit le gradient
par rapport aux activations de la couche précédente. Les pass backward peut étre
résumé par la récurrence rétrograde suivante :

G qe e 9L
Initialisation : ST

— régression (MSE) : 8‘2@ = 2 (gl —y)

— classification (Cross Entropy) : % = L(al” —y) (y encodé en "one hot").
., . oL
Entrée : 37

Entrée provenant du pass forward : al=1, 2!

oL oL '
— 2 =25 o gl (Z[l])




oc 00 " oL _ i-1T oL

oWl — awll 91 B0
o % = Zfll %
o % — %WU]T
Sortie : 55
Sortie pour la mise a jour des paramétres : % et %

Remarque : Si l'activation ¢ est la fonction ReLU, lors du pass forward, nous
sauvegardons g/’ (zm) a la place de 2z afin de profiter de la représentation binaire
a faible mémoire.

3.5 Stratégies d’échantillonnage

En tenant compte de I'analyse de la complexité spatiale précédente (3.3), nous
choisissons d’échantillonner a partir de la jacobienne ;VZV—”[]” qui égale a al'~1 . Ainsi,
les étapes du pass forward restent exactement les mémes. Cependant, nous ne conser-
vons qu’une fraction h €]0, 1] des activations al%, ... a®= pour le pass backward,
d’ott I’économie en mémoire. Cette stratégie sera appliquée en paralléle avec I’échan-
tillonnage des points de données dans le contexte de la descente de gradient par
mini-batch.

Il existe deux schémas d’échantillonnage :

— "méme activation" : nous tirons avec remise une fraction de h des acti-
vations, et les mémes activations sont choisies pour chaque élément du mini-
batch. Dans ce cas, les activations conservées peuvent étre directement stockées
dans une matrice al~! de taille réduite m x A= avec All=1 = | b x nl=1].
Cependant, lors de 'utilisation de ce schéma, seulement une fraction 7!~
parmi les nl'~Y lignes de la matrice gradients % est calculée, ce qui signi-

fie que seule une partie des poids sera mise a jour. Cette approche est alors

équivalente a un algorithme d’optimisation connu sous le nom de descente de

coordonnées par bloc|8].

— "activation différente" : Les activations sont tirées indépendamment pour
chaque élément du mini-batch. Comme dans le cas précédent, les activations
choisies sont conservées dans une matrice de taille réduite. Cependant, vu
qu’on a choisi des activations potentiellement différentes pour chaque échan-
tillon, on doit réorganiser les activations sauvegardées sous la forme d’une
matrice de taille m x nl'~ (en complétant avec des zéros) avant de I'utiliser
dans le pass backward. Contrairement au cas précédent, tous les poids sont
mis a jours.

Remarque : les gradients des biais ne sont pas modifiés pour les deux méthodes
d’échantillonnage.
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FIGURE 5 — Activations échantillonnées et leurs indices correspondants

3.6 Optimiseurs
3.6.1 Mini-Batch SGD

Le mini-batching est un compromis entre la SGD et la descente de gradient sur
tout 'ensemble des données. Au lieu d’utiliser un seul échantillon a la fois ou I'en-
semble complet d’apprentissage, nous prenons un petit sous-ensemble et effectuons
une estimation Monte Carlo du gradient, puis mettons a jour les paramétres du
modéle. La nouvelle régle de mise a jour est la suivante :

M
Yn+1 n+1 n+1
Opny1 = 0p — ]\; ;VGZ (fen(fz(;r)),y;(ﬁ)), n>0 (5)

Le mini-batch SGD peut étre préféré a la SGD pour deux raisons principales.
La premiére est qu’il fournit un estimateur de variance plus faible, ce qui peut
conduire & des mises & jour moins bruitées et une meilleure vitesse de convergence.
La deuxiéme raison est qu’il peut profiter de la parallélisation. Nous avons constaté
dans la section (3.4) qu’il est possible d’effectuer la rétropropagation pour un sous-
ensemble d’échantillons en utilisant des opérations matricielles, ce qui peut tirer
parti des capacités de calcul des GPU.

En examinant I’algorithme de rétropropagation du réseau de neurones dans la
section précédente, nous remarquons qu’une partie des matrices manipulées dépend
de la taille du batch (sur la premiére dimension). Par conséquent, ce paramétre
représente un compromis entre la variance de I’estimation du gradient et I'utilisation
de la mémoire. Le cadre de différenciation automatique randomisée introduit un
hyperparamétre supplémentaire, qui est la fraction d’activation échantillonnée h,
permettant également de trouver un compromis entre le gain de mémoire et la
variance du gradient. L’algorithme dans ce cas s’écrit :

M
Yn+1 < radh n+1 n+1
9n+1 :en_ M ZV@Z <f9n('rlg:+ ))7y](c+ ))7 n >0 (6)

k=1
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3.6.2 Weight decay

Le weight decay, également connu sous le nom de régularisation L2 ;| est une
technique couramment utilisée en apprentissage automatique pour prévenir le sur-
apprentissage et améliorer la capacité de généralisation d’un modéle. En pénalisant
les poids élevés, le weight decay contribue a limiter la complexité du modéle et & évi-
ter qu’il ne devienne trop sensible aux données d’entrainement. La nouvelle fonction
de cout empirique et I'algorithme de descente sont donnée par :

L) = 5 S0 1)) + X0 (7)

M
1 ——rad,h n n
Brir = 0 — Ynis (M > Vel (fgn(x,g )y +”) +2)- e,L), n>0 (8)
k=1

3.6.3 ADAM

Adam (Adaptative moment estimation) 9] est un algorithme d’optimisation du
premier ordre. Cette méthode est une combinaison des méthodes Adadelta/RM-
Sprop [10][11] et de la descente de gradient avec momentum [12], ce qui aide a
accélérer la descente de gradient dans la direction pertinente et a atténuer les os-
cillations tout en adaptant le taux d’apprentissage individuellement pour chaque
poids. Si I'on désigne par g, le gradient de la fonction objective par rapport aux
parameétres, la régle de mise a jour est la suivante :

Mn:BIXMn—l'i_(]-_ﬁl)Xgn

Vn:BQXVn—l‘{'(l_BQ)Xgn@gn
_ My,

On = On1 — - 7e

Les hyperparameétres sont les suivants :

— « : taux d’apprentissage (doit étre ajusté).

— (1 : 0.9 (taux de décroissance exponentielle du premier moment).

— P2 : 0.999 (taux de décroissance exponentielle du deuxiéme moment).

— ¢:107® (pour éviter la division par zéro).
Remarque : 'algorithme ci-dessus est une version simplifiée de 'original qui utilise
une correction de biais pour les estimations du premier et du deuxiéme moment.

3.7 Implémentation informatique

Toutes les implémentations et expérimentations ont été menées a bien en utilisant
Python, sur un serveur interne équipé d’un puissant GPU Nvidia A100.

L’implémentation est de bas niveau dans le sens ou toutes les couches et réseaux
neuronaux ont été construits a partir de zéro en utilisant uniquement des opérations
matricielles simples et des fonctions mathématiques standard. Nous avons utilisé
CuPy.
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CuPy est une bibliothéque open-source basée sur les bibliothéques du CUDA
Toolkit. Elle permet d’exécuter des calculs sur des tableaux multidimensionnels en
utilisant des GPU. Cupy fournit une interface similaire & NumPy et exploite la
puissance de calcul paralléle des GPU grace a CUDA. En utilisant les fonctionnalités
CUDA, CuPy permet d’accélérer les calculs et d’obtenir des performances optimisées
par rapport a I'exécution sur CPU.

3.8 Choix impactant la complexité spatiale
3.8.1 Choix des types de variables

Etant donné que notre principal objectif est de réduire la consommation de mé-
moire, il est important de choisir soigneusement le type de variable pour une implé-
mentation optimale en termes de RAM.

Pour les différents indices, nous avons choisi de travailler avec le type uint16
au lieu du type par défaut int64. La plage de uint16 est [0, 65535, ce qui ne
nous restreint pas car le nombre de neurones ne dépasse généralement pas quelques
centaines. Cela réduit de 4 fois la mémoire allouée pour enregistrer tous les indices
d’activation échantillonnés, ce qui peut représenter une partie non négligeable de
la consommation de mémoire persistante lors de la propagation avant avec le mode
"activation différente".

Un autre point important concerne le choix de la variable utilisée pour récupérer
la jacobienne de I'activation durant le pass backward. Lors de la propagation avant,
pour une activation générale, il est équivalent en termes de mémoire de sauvegarder
2l ou gl (21). Cependant, dans le cas de 'activation ReLU, nous pouvons profiter
du fait que la jacobienne est binaire et ne sauvegarder que g’ (z[l]) en tant qu’entrée
pour la rétropropagation. Par conséquent, cette astuce peut théoriquement réduire
la consommation de mémoire persistante lié a la cette jacobienne d’un facteur de 64.
Cependant, le type cupy.bool occupe 1 octet, ce qui représente 8 fois la mémoire
requise. Par conséquent, nous devons encoder manuellement la jacobienne en utili-
sant cupy.packbits et la décoder par la suite avec cupy.unpackbits pour 'utiliser
dans les calculs des gradients comme dans 3.4.3.

3.8.2 Représentation sparse

Dans le cas ou nous échantillonnons des activations différentes, il est possible de
sauvegarder le résultat aprés la propagation avant sous forme de matrice creuse. Nous
pouvons utiliser 'implémentation de cupyx.scipy.sparse pour créer et manipuler
des matrices creuses, qui sont des matrices principalement composées de zéros. Cette
représentation nous permet d’économiser de I’espace mémoire en ne stockant que les
valeurs non nulles de la matrice, ainsi que leurs indices.

L’avantage de cette approche est que nous n’avons pas besoin d’allouer de mémoire
temporaire pendant la rétropropagation pour reconstituer la matrice des activations
de taille compléte m x nll| car cupyx.scipy.sparse permet de réaliser des multi-
plications entre une matrice dense et une matrice creuse. Théoriquement, cela peut
accélérer les calculs en exploitant la structure de la matrice creuse pour ne considérer
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que les éléments non nuls. Cependant, en pratique, le code devient environ 5 fois
plus lent.

3.8.3 Sauvegarder ou régénérer les indices ?

Avoir les indices qui ont été utilisés dans ’échantillonnage des activations est né-
cessaire pendant la phase de rétropropagation et de descente de gradient afin de
reconstituer la matrice compléte dans le cas ou le mode est défini comme "activa-
tion différente", et de mettre a jour les bonnes composantes des poids dans le cas
ou le mode est défini comme "méme activation". Ainsi, tous les indices sont accu-
mulés de la méme maniére que les activations correspondantes pendant la phase de
propagation en avant.

Dans le cas "méme activation", étant donné que nous utilisons trés peu d’indices,
cela est négligeable par rapport a I'espace alloué aux activations. Cependant, dans
le cas "activation différente", cela représente une allocation de mémoire persistante
supplémentaire importante. Par conséquent, il est envisageable de régénérer ces in-
dices au lieu de les sauvegarder. En pratique, lors de la propagation en avant, pour
chaque couche, nous pouvons générer un nombre entier servant de graine (seed) pour
générer les indices, puis le sauvegarder afin de pouvoir les régénérer ultérieurement.

3.9 Principales classes et des fonctions

— RadLayer : une classe générique similaire aux layers de Keras ou & nn.Module
de PyTorch. Comme son nom l'indique, cette classe implémente une couche
générique d’'un réseau neuronal, mais avec la possibilité d’utiliser la différen-
ciation automatique randomisée. Elle contient des variables d’état telles que
les poids et les biais de la couche, ainsi que les moments lorsque 1’optimiseur
ADAM est utilisé. Elle implémente la méthode gradient_descent, qui est la
méme indépendamment des spécificités de la couche. De plus, elle contient des
méthodes forward et backward vides qui doivent étre implémentées par les
classes filles.

— truncate : est une fonction qui prend en entrée un tableau d’activations et
renvoie le tableau tronqué ainsi que les indices des activations sélectionnées.
Cette fonction prend en charge deux modes :

— "méme activation" : on tire avec remise |h x nl'~!]| entiers.

— "activation différente" : on tire avec remise m x |h x nl'"!| entiers.

[hxnl=1]
—, - pour

Dans les deux cas, le tableaux résultant doit étre multiplié par ~—

avoir un estimateur non-biasé du gradient.

— LinearRadLayer : Il s’agit d’une classe qui hérite de RadLayer. Elle représente
une couche sans activation qui peut étre utilisée a l'intérieur du réseau ou en
tant que couche de sortie pour des problémes de régression.

— La méthode forward effectue simplement une multiplication par les poids
et 'ajout du terme de biais, comme dans I’équation de la section 3.4.2,
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avec g égale a la fonction identité. La nouveauté réside dans le fait que,
lorsque le mode RAD est utilisé, nous sauvegardons une fraction des
activations d’entrée pour la rétropropagation, ainsi que leurs indices cor-
respondants. La sauvegarde des indices est nécessaire car elle permet
de savoir quelles composantes des poids mettre a jour lorsque le mode
d’activation "méme activation" est utilisé, et de reconstruire le tableau
complet des activations a utiliser lors de I'étape de rétropropagation en
mode "activation différente".

— La méthode backward implémente 1’équation de la section 3.4.3 en utili-
sant les variables sauvegardées lors de la propagation avant et le gradient
de la perte par rapport aux activations de sortie.

— "méme activation" : la méthode utilise directement les activations
tronquées pour calculer le gradient par rapport aux poids. Ces gra-
dients ont une taille réduite correspondant uniquement aux compo-
santes des activations d’entrée choisies.

— "activation différente" : nous devons convertir les activations a leur
forme originale en ajoutant des zéros, ce qui donne un tableau sparse.
Dans ce cas, nous obtenons un estimateur de gradient de taille com-
pléte.

— ReluRadLayer : Similaire a LinearRadLayer, mais avec une implémentation
efficace en termes de mémoire des activations ReLLU et de leur dérivée, en
utilisant les fonctions d’encodage/décodage.

— SoftmaxRadLayer

— NeuralNetworkClassifier : Réseaux de neurones pour la classification, per-

met d’empiler les couches définies précédemment avec une couche SoftmaxRadLayer

en sortie. les méthodes de cette classe sont : forward, backward, train et
predict.

— NeuralNetworkRegressor : Réseaux de neurones pour la régression, similaire
a NeuralNetworkClassifier mais avec une couche LinearRadLayer en sortie.

3.10 Memory profiling

Pour mieux analyser la méthode de différenciation automatique randomisée, nous
avons effectué une étude approfondie de 'utilisation de la mémoire RAM. Pour
ce faire, nous avons utilisé la fonctionnalité LineProfileHook de la bibliotheéque
CuPy. Cette fonctionnalité nous a permis de suivre les allocations et les libérations
de mémoire qui se produisent pendant I’exécution du programme.

Le LineProfileHook attribue des étiquettes uniques a chaque allocation et li-
bération de mémoire, et enregistre ces informations ainsi que les numéros de ligne
correspondants dans le code source. Cela nous a donné une vision détaillée de la
quantité de mémoire allouée et libérée a chaque ligne de code.

Dans le cadre de notre étude expérimentale, nous avons divisé les allocations
de mémoire en deux catégories en fonction de leur durée de vie dans la mémoire :
persistante ou temporaire. Nous considérons qu’une variable est temporaire si
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elle n’est présente en mémoire que pendant une seule itération (correspondant a une
seule couche) lors de la propagation avant ou de la rétropropagation.

Un exemple d’allocation temporaire est la création de la variable % pendant
chaque itération du pass backward qui servira comme intermédiaire pour le calcul
% et %. Pour les variables persistantes, on peut citer les paramétres du réseau
ou bien les activations qui seront en mémoire durant tout le pass forward pour étre
utilisées dans le calcul des gradients durant le pass backward.

L’analyse des allocations de mémoire nous a également permis d’identifier des
améliorations potentielles du code afin d’obtenir une implémentation optimale en
termes d’utilisation de la RAM. Par exemple, lors de la multiplication d’une matrice
d’activations a par un scalaire s pour la normaliser, méme si nous affectons le résultat
a une variable existante, un espace supplémentaire et temporaire de la méme taille
que a est alloué pour stocker le résultat de s x a. Cependant, il est possible d’utiliser
des opérations "inplace" de CuPy pour éviter cette allocation temporaire.

Pour confirmer les résultats expérimentaux et le profilage de la mémoire, nous
avons réalisé une analyse théorique détaillé de la complexité spatiale en tenant
compte de chaque opération élémentaire dans le code. Nous avons exprimé toutes les
complexités en termes du nombre d’unités de type float64. Cette analyse a couvert
toutes les étapes de I'entrainement du réseau : la propagation avant, la rétropropa-
gation et la descente de gradient. Elle nous a permis de comprendre la dépendance
de l'utilisation de la mémoire & chaque étape en fonction du modéle ou des hyper-
parameétres d’entrainement tels que la taille du mini-batch, le nombre de neurones
et le nombre de couches cachées.

3.11 Premiers tests
3.11.1 Vérification des gradients analytiques

Puisque le cceur des méthodes étudiées est le calcul du gradient, nous avons
vérifié les gradients analytiques obtenus avec ’algorithme de rétropropagation en
utilisant une approximation par différences finies. La version centrée des différences
finies est donnée par :

LW +e-e;) + LW —€-e;

Ainsi, pour estimer le gradient & 'aide de cette méthode, pour chaque couche
et pour chaque composante (i, j) de la matrice de poids correspondante, nous ajou-
tons une perturbation e . Ensuite, nous effectuons une propagation avant a travers
le réseau de neurones et calculons la perte L(W + € - ¢; ;). Nous répétons la méme
opération en soustrayant e pour obtenir la perte L(W — € - e;;). Enfin, il est im-
portant de rétablir la composante du poids a sa valeur initiale avant de passer a
I’approximation de la composante suivante.

3.11.2 Test sur un probléme de classification

Nous avons testé un réseau de classification sur I’ensemble de données MNIST,
largement utilisé comme référence dans le domaine de ’apprentissage automatique
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et de la vision par ordinateur. Les images de MNIST représentent des chiffres écrits
a la main allant de 0 a 9. Les images contiennet 28x28 pixels et sont en niveaux
de gris a un seul canal, ce qui signifie que chaque valeur représente 'intensité du
pixel, variant de 0 (noir) a 255 (blanc). Chaque échantillon est étiqueté avec le
chiffre correspondant qu’il représente. L’ensemble de données se compose de 60 000
exemples d’entrainement et de 10 000 exemples de test. De plus, I'ensemble de
données est équilibré, avec un nombre égal d’exemples pour chaque classe de chiffres.

3.11.3 Test sur un probléme de régression

Pour tester les performances du réseaux sur la tache de régression, nous avons
utilisés le dataset "diabetes". L’ensemble de données "diabetes" de scikit-learn est
issu de I’étude sur le diabéte de la clinique de recherche du NIDDK. Il comprend 442
exemples avec 10 caractéristiques biomédicales prétraitées, telles que ’age, 'IMC, la
pression artérielle et les mesures sanguines. L’objectif est de prédire la progression de
la maladie du diabéte aprés un an de traitement. Ce jeu de données est couramment
utilisé pour I’entrainement et I’évaluation de modéles de régression dans le domaine
de 'apprentissage automatique.

3.12 Premiers résultats

3.13 MNIST dataset

Test loss RAD mode = same Test accuracy RAD mode = same
layer sizes = [784, 256, 256, 256, 10] , weight decay = 1e-06 layer sizes = [784, 256, 256, 256, 10] , weight decay = 1e-06
optimizer = adam, batch size = 2048 and learning rate = 0.0001 optimizer = adam, batch size = 2048 and learning rate = 0.0001
— Base
---h=01
h=02

--- h=03
--- h=05

o] i ; — base

i h=02
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, B = | --- h=03
| --- h=05

0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

FIGURE 6 — Entropie Croisée FIGURE 7 — Précision

FIGURE 8 — Evolution de la performance sur le test dataset en fonction des époques
avec la stratégie d’échantillonnage "méme activation". Tous les réseaux convergent
vers une précision similaire. En ce qui concerne la perte, nous remarquons que plus
la valeur de la fraction d’activations échantillonnées h est basse, plus la convergence
est lente, ce qui est attendu car cela signifie des gradients plus bruités.
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layer sizes = [784, 256, 256, 256, 10]

batch size = 2048, optimizer = adam, weight_decay = True
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0.5 1

FIGURE 9 — Précisions finales sur 'ensemble de données de test avec la méthode

"méme activation"

Test loss RAD mode = different
layer sizes = [784, 256, 256, 256, 10] , weight decay = 1e-06
optimizer = adam, batch size = 2048 and learning rate = 0.0001

Test accuracy RAD mode = different
layer sizes = [784, 256, 256, 256, 10] , weight decay = 1e-06
optimizer = adam, batch size = 2048 and learning rate = 0.0001

test loss

— Base
--- h=01

--- h=05

test accuracy.
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FIGURE 10 — Entropie Croisée
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FIGURE 11 — Précision

1000

FIGURE 12 — Evolution de la performance sur ’ensemble de données de test en fonc-
tion des époques avec la stratégie d’échantillonnage des "activations différentes".
Comme dans le cas précédent, on obtient des performances similaires pour les diffé-

rentes valeurs de h.
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Final test accuracy RAD mode = different , weight decay = 1e-06
layer sizes = [784, 256, 256, 256, 10]
batch size = 2048, optimizer = adam, weight_decay = True

FIGURE 13 — Précisions finales sur I’ensemble de données de test avec la méthode
"activation différente". Dans cet exemple, 1'utilisation de la différenciation automa-
tique randomisée conduit a de meilleures performances.

Maximum memory consumption, RAD mode = same == Forward: persitent
layer sizes = [784, 256, 256, 256, 10] gorv;ardrdtetmp
batch size = 2048, optimizer = sgd, weight_decay = True — G;ﬁ :’:r;ite;mp
30 ‘ GD temp
®  Forward (Theo)
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FIGURE 14 — Profilage de la mémoire avec la méthode "méme activation" pour
différentes valeurs de h. L’analyse théorique de la mémoire correspond parfaitement
aux allocations physiques.

Forward (temporaire) : 21, glI" (21) (avant I'encodage), calcul de softmax, etc.

Forward (persistant) : all, g (21) encodé et indices échantillonnés.

oL oL oL et oL

Backward (temporaire) : décodage de g7’ (z[l]), caleul de 75, 5-7=57, 5y b g0

Descente de gradient (persistante) : W et b,
Descente de gradient (temporaire) : opérations de slicing.
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Maximum memory consumption, RAD mode = same
layer sizes = [784, 256, 256, 256, 10]
batch size = 2048, optimizer = adam, weight_decay = False

. Forward: persitent
Forward: temp
Backward: temp

= GD: persitent
GD temp

®  Forward (Theo)

® Backward (Theo)

GD (Theo)

0.1

0.2
Kept activation fraction h

=

Memc

oo oo

et rremonbrooeedmeog

0.2
Kept activation fraction h

FIGURE 15 — Profilage de la mémoire avec deux optimiseurs différents : SGD stan-
dard et ADAM. ADAM consomme trois fois plus de mémoire persistante et entraine
également une allocation de mémoire temporaire supplémentaire pour les calculs
intermédiaires et les opérations de slicing (lors de 1'utilisation de RAD).
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FIGURE 16 — Effet de I'ajout du weight decay sur la consommation de mémoire.

Descente de gradient

: aucune allocation temporaire pour le cas de base car nous

pouvons utiliser des opérations inplace. Lorsque nous multiplions les poids par A,

une allocation temporaire est nécessaire.
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Maximum memory consumption, RAD mode = same Maximum memory consumption, RAD mode = different
layer sizes = [784, 256, 256, 256, 10] layer sizes = [784, 256, 256, 256, 10]
batch size = 2048, optimizer = sgd, weight_decay = False batch size = 2048, optimizer = sgd, weight_decay = False
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FIGURE 17 — Comparaison des allocations mémoire des deux stratégies d’échan-
tillonnage. Les indices échantillonnés requiérent plus d’espace lorsque 'on utilise le
mode est "activation différente", ce qui entraine une allocation de mémoire persis-
tante supplémentaire durant le pass forward. Aucun slicing n’est nécessaire pendant
la descente de gradient lorsque pour cette stratégie d’échantillonnage, ce qui évite
toute allocation temporaire. Une consommation temporaire supplémentaire inter-
vient pendant la rétropropagation pour ce mode d’échantillonnage afin reconstruire
al’. Un désaccord entre le profilage et I’analyse théorique (Forward : temp) est di &
la non-prise en compte de la mémoire temporaire utilisée par le générateur aléatoire.

3.14 Diabetes dataset

Test MSE with RAD mode = same Test R2 with RAD mode = same
layer sizes = [10, 64, 64, 64, 1], weight decay = 1e-06 layer sizes = [10, 64, 64, 64, 1], weight decay = 1e-06
optimizer = adam, batch size = 64 and learning rate = 0.002 optimizer = adam, batch size = 64 and learning rate = 0.002
— Base
25000 } -=- h=01 03 -

20000

TUTT

%15000 i %710 ,‘5'5
? i i
FIGURE 18 — MSE FIGURE 19 — Coefficient de détermination
RQ

FIGURE 20 — Evolution de la performance sur test dataset en fonction des époques
avec la stratégie d’échantillonnage "méme activation".
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FIGURE 21 — Coefficients de détermination finaux sur 'ensemble de données de test

avec la méthode "méme activation"
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FIGURE 22 — MSE
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FIGURE 23 — Coefficient de détermination
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FIGURE 24 — Evolution de la performance sur test dataset en fonction des époques
avec la stratégie d’échantillonnage "activation différente".
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FIGURE 25 — Coefficients de détermination finaux sur 'ensemble de données de test
avec la méthode "activation différente"
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4 Pricing avec réseaux de neurones

4.1 Projection orthogonale

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires de carré intégrable ou X € FE et
Y € R. Nous nous situons dans le contexte ot I’on désire approximer une espérance
conditionnelle au moyen d’une fonction déterministe h paramétrée par 6 € ©.

E[(h(0,X) - Y))] = E[h(0, X)? —2-h(0, X) - E[Y|X] + E[Y? X]] (9)
= E[(h(8, X) — E[Y|X])?] + E[Var(Y|X)] (10)

Etant donné que le deuxiéme terme est indépendant de 6 :

0* = argmin E[(h(0, X) — E[Y|X])?] = argmin E[(h(#, X) — Y)?]
0cO 0cO
En pratique, on se donne M réalisations du couple (X, Y") et on cherche & minimiser
le risque empirique :

A 1
0y = arg min —
0cO

(}/z - h<0> Xz))2

NE

i=1

4.2 Lien avec le pricing

Soit (€2, A, (F})i>0, Q) un espace probabilisé filtré muni d’une probabilité risque
neutre ainsi qu'un mouvement Brownien standard a valeurs dans R? (W,;);>o pour
certains d > 1. Soient f : Rt x R x R* — R% et g : R* x RY x R* — R™
deux fonctions différentiables par morceaux telles que nous avons, pour tout ¢ > 0,
v,y ER¥et £,& € R :

||f(t’x7§) - f(t’y7§>|| + Hg(tax7§) - g(t7y7§)’| < KHJI - y”,
1t 2,8) = (£, 2, 80)ll + gt 2,8) — g(t, 2, &)l < K(1+[lz[])]|€ = &l
1 (&2, Ol + g, 2, I < K1+ =)

Pour un certain K > 0, ou les normes sont les normes euclidiennes habituelles
pour les vecteurs et les normes de Frobenius pour les matrices. Pour chaque £ € R,
nous définissons (Xf)tzo comme étant une solution forte a 1’équation différentielle
stochastique multidimensionnelle suivante :

dth = f(taxtaé) dt + g(ta Xt7€> th

Nous supposons la méme valeur initiale déterministe X, pour tous les & € R".
Le vecteur & représente les paramétres du modéle.

Pour simplifier, nous supposerons des taux d’intérét nuls. Nous considérons un
contrat de maturité T défini par les paramétres 3 et un payoff stochastique Y5,
Ici, € et [ sont des vecteurs aléatoires mututellment indépendants et indépendants
de (Bt)i>o. Le prix de ce contrat est alors calculé comme suit :

h*(é-’B?T) - E[Y£76|§7 /67 T]
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On cherchera a approximer ’espérance conditionnelle précédente par une fonction
paramétrique appartenant a un espace suffisamment riche :
0* = argmin E[(h(0, &, B8, T) — E[Y*P|¢, 3, T])?] = argmin E[(h(0, &, B,T) — Y*P)?).
0ce 0co
En pratique, pour i = 1, .., Nipqin, on tire un échantillon(§;, 5;, T;). Conditionnele-
ment & ces valeurs, on diffuse le processus (Xf ) par un schéma d’Euler et on calcule

une réalisation du payoff Yf"’ﬁ ‘. Finalement, on résout le probléme de régression

suivant :
Ntruin

ON,y0in = arg min > (VR —h0.4, 8., T:))?

SS] train i—1

Dans ce projet, le choix de la famille de fonctions paramétrées a été orienté vers
'utilisation de réseaux de neurones, motivé par le théoréme suivant :

Théoréme d’Approximation Universelle [13] : Si o est une fonction d’ac-
tivation non-affine continiment différentiable, ¢ € N, et K C R" est compact, alors
pour tout € > 0 et f € C(K,R?), il existe un réseau de neurones NN7 : R" — R¢
avec p couches cachées, ¢ + n + 2 neurones par couche cachée, et o comme fonction
d’activation, tel que

sup [|NVAN7 () = f(@)]| <e.

zeK
Pour plus de détails sur cette méthode nous renvoyons le lecteur a [14].

4.3 Calcul des sensibilités

Soit x = (§,53,T) lentrée du réseau. Un avantage de l'utilisation des réseaux
de neurones est d’avoir acces au gradient analytique de la sortie par rapport aux
entrées. Pour ce faire, nous modifions légérement ’algorithme de rétropropagation de
la section 4.4.3. Nous considérons le cas simple ot la sortie du réseau est un scalaire
et nous fixons la fonction de perte égale a la sortie, c’est-a-dire £(al",y) = al".
L’algorithme modifié est le suivant :

Algorithm 1 Calcul des gradients par rapport aux entrées

Initialisation % «—1
a
for!=L a1ldo
# 4 0 g(:0)

oL “or mr
dall—1] 8z 9210 W
end
. [L]
Sortie : ag
X

Cet algorithme reste inchangé que nous utilisions ou non la différentiation auto-
matique randomisée, car cette derniére n’affecte que les activations sauvegardées qui
oL
sont utilisées uniquement pour calculer les gradients par rapport aux poids 777 lors
de la rétropropagation.
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4.4 Reéduction de variance

Nous pouvons remplacer Y;&"B ‘ par une moyenne de N, indépendantes du payoff

conditionnellement & la méme réalisation de &;, 3;, T} : Z5% = ered Zj‘vzrid Yfﬁ En
effet :
" " s Var[YSP g, B, T
BIZ8 (6, 5, T = EYS |6, 3. T) et Var(20%)g, 5, 7] = L T
red

4.5 Exemple simplifié

Considérons le cas ot nous souhaitons calculer le prix d’un Call en utilisant une
régression par des réseaux de neurones. Ici, £ = (S, r, o) représentent respectivement
le prix initial du sous-jacent, la volatilité et le taux d’intérét. De plus, le payoff de
ce contrat est défini comme Y& = (X% — K), avec § = K le prix d’exercice du
Call. Pour simplifier, nous fixons tous les paramétres sauf S. Etant donné que nous
disposons de formules fermées pour le prix, nous pouvons facilement évaluer les
estimations fournies par cette méthode. Nous pouvons ainsi calculer le taux d’erreur
absolu moyen en pourcentage (MAPE) par rapport a S sur un ensemble de données
de test :

Ntest
MAPE = > CCLUNN(Sk))S— Callps(Sk)|
k=1 k

Nous avons essay¢ trois différentes stratégies d’optimisation : sans différenciation
automatique aléatoire, échantillonnage avec "méme activation" et échantillonnage
avec "activation différente". Les prix obtenus par régression neuronale sont trés
proches de ceux de la formule fermée. En ce qui concerne le delta, nous consta-
tons que dans les trois cas, nous obtenons des résultats similaires : une fonction
constante par morceaux, ce qui confirme que les réseaux ReLLU approximent a l'aide
de fonctions affines par morceaux.

TABLE 1 — Paramétres de la simulation numérique

Variable Valeur
T 1
r 0.03
o 0.15
K 100
Loi(S) | U(80,120)
Nred 16
Ntrain 220
Ntest 100

25



MPAE between BS formula and NN base predictions 0.0225 %
MAPE between BS formula and NN different predictions 0.0253%
MAPE between BS formula and NN same predictions 0.0329%

—— BS formula
NN base
* NNsame
= NN different

20

10

80 85 90 95 100 105 110 115 120
So

FIGURE 26 — Comparaison entre le prix de la formule fermée et les prix obtenus par
régression neuronale en utilisant différentes stratégies d’entrainement.

—— Delta BS formula
NN base
S NNsame T eeeee
+ NN different . Teeseejssass
0.8
0.6
0.4
0.2

80 85 90 95 100 105 110 115 120
So

FIGURE 27 — Comparaison entre le delta de la formule fermée et le delta obtenu
grace a la différenciation automatique par rapport a l'entrée aprés I’entrainement
des réseaux.
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5 Modéles de crédit

5.1 Approche structurelle

L’approche structurelle de la modélisation du risque de crédit se concentre sur la
modélisation de la faillite & partir de la valeur des actifs d'une entreprise. L’événe-
ment de défaut de crédit se produit lorsque les actifs d’une entreprise tombent en
dessous d’un certain niveau pré-défini. Cette méthode a été initialement introduite
par Merton [15].

5.2 Approche intensité de défaut

Les modeéles a intensité se concentre sur la modélisation des probabilités de défaut
en tant que processus stochastiques|16], contrairement & ’approche structurelle ou
le défaut est modélisé a partir de la valeur des actifs de I’entreprise. La modélisation
du risque de défaut en utilisant des processus de taux de défaut et des variables
aléatoires exogénes conduit a l'utilisation d’une filtration élargie [17] qui peut incor-
porer des informations sur les événements de défaut. On peut décrire ’événement
de défaut comme le premier instant de saut 7 d’un processus de Poisson avec une
intensité déterministe ou stochastique A\ qui satisfait I’équation suivante :

At) :==Q(r <t+dtlr > t)dt
— Si A est déterministe : Q(7 > t) = exp <— f(f Au du)

— Si A est stochastique : Q(7 > t|F;) = exp (— fg A du)
ol (A)ier+ st un processus aléatoire adapté a la filtration (F})iep+.

Le temps de défaut 7 peut étre défini comme :

t
T::inf{t€R+:/)\udu2L},
0

ou L est une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de parameétre 1,
indépendante de (F;)er+. En effet :

Q(r>t\]—}):Q(/t)\udu<L|]-“t>

0

t
= exp (— / )\udu> (par indépendance)
0

Nous utiliserons la filtration définie en ajoutant les informations sur le temps de
défaut :

G=FVol{r<u}:0<u<t)teR,.

Lemme[18] : Pour toute variable aléatoire intégrable et Fr-mesurable X :
T
E |:X1{T>T} | gt:| = 1{T>t}E |:X€—ft Audu ‘ J,—_-t

27



On définit un zéro-coupon risqué comme le contrat qui paie une unité de devise a
T si le défaut n’a pas eu lieu avant la maturité. Pour calculer son prix, nous prenons

F =exp (— ftT rudu) dans le Lemme précédent :

T
By(t,T)=E [1{T>T} exp (—/ rudu> \ Qt]
t

T
=1y E [exp (—/ (o + M) du) | ]—"t]
t

Si le processus \; est positif, nous pouvons constater que la présence d’'un temps
de défaut 7 a pour effet d’augmenter le taux court de la quantité \,, ce qui conduit
a une réduction du prix de 'obligation.

5.3 Credit Default Swaps

Les Credit Default Swaps (CDS) [19] [20] sont des produits dérivés de crédit qui
peuvent étre considérés comme des contrats d’assurance contre les dettes. Dans ce
contrat, des paiements périodiques fixes sont effectués par ’acheteur de protection
et échangés contre la promesse d'un paiement de la part du vendeur de protection
si un événement de crédit préalablement spécifié se produit. Si I’événement survient
avant I’échéance du CDS, le vendeur verse a I’acheteur un montant pour couvrir la
perte et le contrat prend fin.

Le CDS peut étre décomposé en deux jambes :

— La jambe de la prime : pendant la période (7}, T;11), 'acheteur de la protection
paie ¢+ N - (T;11 — T;) tant que le défaut ne s’est pas produit. N et ¢ désignent
respectivement le nominal et le taux de coupon.

— La jambe de protection (ou de défaut) : un instrument qui verse (1 —R) si le
défaut se produit et zéro sinon. R est appelé le taux de recouvrement et il est
connu a l'avance. En cas de paiement de protection a ’échéance T', on parle
de "protection & maturité", tandis que dans le second cas, avec un paiement
survenant a 7, on parle de protection au moment du défaut (plus fréquente
sur le marché).

Les valeurs stochastiques et actuelles de la La jambe de la prime :

SVAPL) = 3 ¢ N 6Ty - Lo,y e " rude

TTIL Zt
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PV,(PL) =E Z ¢ N 6Ty Lipsm,y - o= Ji T rudu | Qt]
T >t
= Z c- N - 5Tm - E |:]-{T>Tm} e ftTm rudu | gt:|
T >t
=Y ¢-N-0T 1oy -E [e* S rutAdu | ]-"t] (Lemme)
T >t
=c-N- ]-{‘r>t} : Z 5Tm : Bd(t7Tm>

Ty >t
Dans le cas d’une protection a maturité, la valeur de la jambe de protection est :
SVA(DL) = (1= R) - N - Ljparery - e 7ol

Il s’ensuit que :

PV(DL) =E[(1=R)- N Lyerary - e I 7| G
=(1-R)-N-E [(l{m} — Loy e T Qt}
=(1-R)-N-1{poy -E |:€—ftTrudu (1 — e K Ay | ]_-t]
(en utilisant le Lemme et le fait que 7 est un Gi-temps d’arrét)

Par la suite, on supposera toujours que la jambe de protection est exactement
payée au moment du défaut 7 :

P00 - B[(1- 71N £ ]
T 5
— (1 — R) . N . 1{T>t} . E |:/ )\se_ftb(Tu-i-)\u)dudS ‘ -E:|
t

T
=(1=R)-N -1y / E [Ase‘ff(’“u“u)du | }“t} ds
t

Le spread du CDS spd est le taux de coupon équitable ¢ de telle maniére que la
valeur initiale du contrat soit nulle, c’est-a-dire PV,(PL) = PV,(DL). SiT >t :

ftT]E [)\se_fts(""u'f')\u)du ’ -Ft} ds
ZTmzt 5Tm * E |:6_ ftTm(ru"l‘)\u)du ’ E:|

spd=(1—-TR)

On fixe t = 0. Soit £ le vecteur de paramétres du modele de diffusion du processus
(r¢, A¢). Pour estimer le spread , il suffit d’approximer, pour tout s > 0 les deux
fonctions suivantes :

F(g,5) = E [e Bt ] et G&,5) = B [ Ao 0t | ¢
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5.4 Hypothéses de modélisation
5.4.1 Taux court

On utilise un modeéle HJM & un seul facteur. Dans ce cadre, la diffusion de I'obli-
gation zéro-coupon est la suivante :

% = rdt — aft) { /t ' b(s)ds} dw}!

Dans I’équation précédente, a et b sont des fonctions déterministes. On pose :

t
X, = / a(s)dW}
0
Le taux spot est alors donné par :

re = [0, 8) +b()(B(H)a(t) — (1)) + b(t) X,

Dans ’équation précédente, f désigne le taux forward instantané donné par :

B<t7 T) =e ftT f(t,s)ds

5.4.2 Intensité de défaut

L’intensité par défaut est définie par le modeéle lognormal de Black-Karasinski|21].
Nous considérons le processus auxiliaire d’Ornstein-Uhlenbeck suivant :
dY; = —a\Yydt + o\ (t)dW?
Yo=0
a) est un parameétre constant représentant la vitesse de retour a la moyenne, et

la volatilité oy est une fonction déterministe. L’intensité de défaut A est liée a Y; de
la maniére suivante :

Ae = (A(E) + A°())E(YY)

A(t) et X*(t) sont deux fonctions déterministes a calibrer et £(Y;) est la semimar-
tingale exponentielle : £(Y;) = exp(Y; — 3 <Y >,). L’avantage d’un modele lognor-
mal est de garantir une intensité de défaut positive. Nous modélisons la corrélation
entre 'intensité de défaut et le taux court en utilisant une corrélation constante
entre les mouvements browniens W} et W2 :

<W}H W2 >=pt
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5.5 Simulateur de trajectoires
5.5.1 Implémentation

Le schéma classique d’Euler a été utilisé pour discrétiser les EDS. On suppose
que toutes les fonctions déterministes dans la dynamique de 'intensité et des taux
courts sont constantes par morceaux. Les expressions de 3, o et v ont été obtenues
a l’aide de SymPy, une bibliothéque Python open-source spécialisée dans les calculs
symboliques, permettant de manipuler des expressions mathématiques symbolique-
ment, effectuer des dérivations, des intégrations, des simplifications et résoudre des
équations symboliques.

Ici, le vecteur de paramétres & représente les valeurs définissant les fonctions
constantes par morceaux a, b, \*, A et o, ainsi que a et p. Le défi était de pouvoir
générer en parallele plusieurs trajectoires pour de multiples réalisations des para-
métres € et T'. Cela a été accompli en vectorisant les équations des schémas d’Euler
permettant de diffuser les processus. On a également défini des noyaux personna-
lisés pour manipuler toutes les fonctions en morceaux. Pour ce faire, on a converti
le code SymPy en code CUDA et utilisé cupy.RawKernel. Plutot que d’utiliser une
boucle for de maniére naive, en adoptant une approche paralléle pour gérer plusieurs
réalisations des parameétres & et 7', nous avons réussi a réduire le temps de calculs
pour environ 67 millions de trajectoires de quelques heures a seulement quelques
secondes.

Algorithm 2 Piecewise Constant Kernel

Input : array, output, threshs, values, num segments, input width

Output : output

col idx < blockldx.x x blockDim.x + threadldx.x

row idx < blockldx.y

idx < row_idx x input_width + col idx > index within the array
X < array|idx] > input value at index idx
for i < 0 to num_ segments - 1 do

if x < threshs[i] then
output|idx| < values[row idx X num_segments + i

break
end

end

Supposons que nous ayons Npqep, réalisations i.i.d de (£, 7). Dans le cas simple
ol nous souhaitons évaluer simultanément chaque réalisation a; (a; est un tableau
de taille num_segments) sur N, points dans [0, 7;], nous utilisons Algorithm 1
avec les variables suivantes :

TABLE 2 — Variables utilisées dans le noyau a morceaux constants

31



Variable Description Taille
array Instants & évaluer Noateh X Newier
input width | #Points de discrétisation d’Euler Newler
output Stocke le résultat Npateh X Newier
values Stocke les valeurs a; Npaten X num__segments

Nous avons utilisé une grille GPU en 2D, ou les variables col idx et row idx
déterminent la position unique de chaque thread. Chaque bloc le long de 'axe y de
la grille est associé a une réalisation des paramétres.

L’algorithme précédent a été utilisé pour évaluer a, b, \*, X et o5. Pour f3,a et
v, nous avons exploité SymPy pour générer automatiquement du code C exprimant
ces fonctions sur chaque segment. Ensuite, nous avons légérement ajusté ce code
en utilisant une indexation similaire & celle de Algorithm 1 pour obtenir un code

CUDA.

TABLE 3 — Principales fonctions utilisées pour simuler les trajectoires du taux court

et de l'intensité de défaut.

Fonction

Description

Taille

brownian 2d

Génére des incréments browniens
corrélés pour diffuser r; et \;.

2 % Nbatch X Nred X Neuler

generate x_t_paths

Evalue a et génére les
trajectoires du facteur HIM Xj,.

Nbatch X Nred X (Neuler + 1)

generate _r_t paths

Evalue b, 3, a et ~
et génere les trajectoires de ry.

Nbatch X Nred X (Neuler + ]-)

generate vyt paths

Evalue o) et génére les
trajectoires de Y;.

Nbatch X Nred X (Neuler + 1)

generate lambda t paths

Evalue <Y >, X et \*

et génere les trajectoires de \;.

Nbatch X Nred X (Neuler + ]-)

TABLE 4 — Distributions des paramétres et de la maturité pour les simulations.
Pour les fonctions, la loi concerne les constantes qui les définissent sur les différents

segments.

variable Loi
T U(0.1,6)
a U(-0.1,0.1)
b U(-0.1,0.1)
f U(0,0.1)
A U(0,0.1)
A U(0,0.1)
oy 4(0.01,0.4)
Q) U(-0.3,0.3)
p U(—-0.9,0.9)
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5.5.2 Premiers tests

Pour tester le simulateur de trajectoires, nous avons calculé I'espérance et la va-
riance théoriques des processus simulés et les avons comparees a celles empiriques.
X, est une martingale locale avec E[< X >, = fo s)ds < oo pour tout t donc
c’est une vrai martingale. En partlcuher E[X{] =0 pour tout t. De plus, I'isométrie
d’Ttd nous donne :Var(X;) = fo

On applique la formule d’itd a la fonction f(t,Y;) = e™*'Y; :

d(e™'Y;) = a e®Y,dt + e™'dY,
= ea”de

t
Y, =Yy e+ / e~ =g (5)dW?2
0

- fo A(s)dW?

E[Y)] = 0

Var Y; fD 0'>\ =20\ (t=5) ] g

En utilisant la fonction génératrice des moments pour la loi norrnale7 on obtient :
E[E(Y;)] = e~ 3 Jo ROBE[eYr] = =3 Js o] (s BN+ =)

E[£(Y;)?] = e~ o BROBE[e2] = = Jo o3 (s)ds+2Ei]+2Var (V)

Ainsi, Y; est un processus gaussien avec : {

5.6 Reégression neuronale

Nous rappelons que notre objectif est d’approximer les deux espérances condition-
nelles suivantes a 1’aide de la méthode introduite dans la section 4.2 :

F(é'vs) =K @_f()s('l‘u-f—)\u)du | 578 et G(é’7 ) E |:)\ e fO (rutAu)du | 5’ ]

Nous avons choisi d’utiliser le méme réseau pour les deux fonctions. Par consé-
quent, la sortie de notre modeéle est bidimensionnelle. L’entrée du réseau consiste

en Ny.qn réalisations i.i.d des paramétres du modéle de pricing et de la maturité :

. . , . . Sq Newl i s
(&, 84), et les sorties cibles sont les réalisations correspondantes de e New k=1 (rik k)

Sq Ney . . . . .
et i, eNeu Zk:ll(”’”’\““), ot N, est le nombre de pas de discrétisation dans le
schéma d’Euler. Aprés 'entrainement, 'approximation du spread du CDS est donnée

par :
~ T int F ,
(e TATLY) = (1 — ) B 2t P16 o)
2120 5TmG<£,Tm>
, oll nous avons utilisé —— Z P F (&, ) pour estimer fo £, 5)ds

TABLE 5 — Paramétres utilisés pour les simulations

33



Paramétre valeur
New 100
N 100
Ntram 221
Nred 32
fraction de validation | 0.1

5.6.1 Choix des hyperparamétres

Les hyperparamétres du réseau ont été sélectionnés a I’aide d’un Grid Search, ou
nous avons fait varier le nombre de neurones dans les couches cachées et la taille du
mini-batch, tout en mesurant les performances sur ’ensemble de validation. Nous
avons uniquement considéré des réseaux composés de deux couches cachées et avons
choisi ADAM[9]| comme optimiseur avec un taux d’apprentissage de 0.0001.

Ci-dessous, les résultats pour trois configurations différentes. Dans la premiére
configuration, nous avons supposé que toutes les fonctions présentes dans les équa-
tions de diffusion des processus étaient constantes, et nous avons entrainé les modéles
pendant 10 époques. Pour les deux autres configurations, nous avons plutot envisagé
des fonctions constantes par morceaux et entrainé les modéles pendant 100 époques.
Les coefficients de détermination r3 et r3 correspondent respectivement aux approxi-
mations de F' et GG. Enfin, nous avons retenu les réseaux ayant les valeurs du loss
les plus faibles sur ’ensemble de validation.

Hidden Size | Batch Size | Loss ra 3
512 256 0.0344 | 0.993 | 0.938
512 512 0.0348 | 0.9931 | 0.9371
256 256 0.0353 | 0.9928 | 0.9364
256 512 0.0367 | 0.9922 | 0.9343
128 256 0.0371 | 0.9923 | 0.9332
128 512 0.0454 | 0.9891 | 0.9198

TABLE 6 — Performance avec des fonctions constantes et des réseaux neuronaux sans
différenciation automatique randomisée.

Hidden Size | Batch Size | Loss s s
512 512 0.0469 | 0.979 | 0.9272
512 256 0.048 | 0.979 | 0.9251
256 512 0.0492 | 0.9783 | 0.9234
256 256 0.0494 | 0.9783 | 0.9231
128 012 0.0542 | 0.9768 | 0.9148
128 256 0.0564 | 0.9765 | 0.9108

TABLE 7 — Performance avec des fonctions constantes par morceaux et des réseaux
neuronaux sans différenciation automatique randomisée.
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Hidden Size | Batch Size | Loss s T3
512 256 0.0505 | 0.9789 | 0.9203
512 512 0.0506 | 0.9787 | 0.9201
256 256 0.0513 | 0.9785 | 0.9189
128 256 0.0542 | 0.978 | 0.9138
256 512 0.0554 | 0.9781 | 0.9112
128 512 0.0576 | 0.9775 | 0.9075

TABLE 8 — Performance en utilisant des fonctions constantes par morceaux et une
différenciation automatique randomisée avec la méthode « méme activation ».
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FIGURE 28 — Courbe d’entrainement du meilleur modéle avec des fonctions
constantes. Temps d’entrainement : 35s
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FIGURE 29 — Courbe d’entrainement du meilleur modéle avec des fonctions
constantes par morceaux. Temps d’entrainement : 5min33s
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FIGURE 30 — Courbe d’entrainement du meilleur modéle avec des fonctions
constantes par morceaux et de la différenciation automatique randomisée. Temps
d’entrainement : 6min8s

5.6.2 Monte Carlo imbriqué

Comme nous n’avons pas de formule explicite pour les espérances conditionnelles
comme dans le cas simple de Black-Scholes, nous pouvons évaluer les estimateurs
de régression a travers une méthode de Monte Carlo imbriqué. Pour ce faire, nous
générons N échantillons de (€, T') et pour chaque réalisation (;, s;), nous simulons
Ny trajectoires et calculons les estimateurs de Monte Carlo correspondants :

N,

; S
7 | Nue [t Sooeul? 437 ,)
Fnoi = Fg 22j-1 (GNS“ B=T kT
N
A 1 Nyvc \Jj = RS (rl AN L)
Gume,i = Nuic Zj:l A New (6 o o

En raison de limitations de mémoire, nous ne pouvons pas effectuer une paralléli-
sation efficace. Par conséquent, nous avons opté pour un traitement séquentiel des
échantillons de I'ensemble de données, ce qui peut entrainer une lenteur significative.
Enfin, nous pouvons comparer les résultats des deux méthodes en utilisant les scores
suivants :

MAPE1 = -1 ZJV:lM

Ntest N FMQJ
1 Niest |Gmce,i—G(54,6:)]
MAPE2 = L 31 e Ot
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MAPE1 | MAPE2
Fonctions constantes | 0.3943% | 1.7034%
Fonctions constantes 92 3059 6.0531%
par morceaux
Fonctions constantes
par morceaux + RAD

2.3041% | 7.9674%

TABLE 9 — Comparaison entre les estimations de Monte-Carlo et les prédictions du
modeéle avec Nyso = 2 et Nyog = 2.

5.7 Calibration

Nous supposons que le paiement de la prime est effectué trimestriellement, c’est-
a~dire {T,,} = {%}k:l,.‘.A et que le taux de récupération est R = 0.4.

Etant donné un ensemble de données de spreads de marché CDS : {spd™*(74) } =1, Nowin»
nous calibrons le modéle en résolvant le probléme d’optimisation suivant :

Neativ

arg min Lo () = arg min ; (spd(€, i) — spd™ (7))?

Nous apphquons deux fois I’algorithme de rétropropagations de la section 4.3 pour
obtemr et ‘9G . Ensuite, nous déduisons le gradient du spread par rapport a & :

1 'asﬁd_(ZTmZofSTm@(&Tm)) (= oy %IZ( )
(1-R) 06 (X, 20 0TmG(E, Trn))?
( S F( ) - (0 5Tm%§(£,Tm))
(X150 0TmG(&, )2

znt

Finalement, nous pouvons effectuer une descente de gradient sur ’ensemble des
données pour trouver un minimum local de L., en utilisant le fait que :

OLcativ & 9spd . .
ag o ; 85 (57 Tk) . (Spd(g, Tk) — Spd (Tk))

Pour les trois configurations différentes, nous avons utilis¢e ADAM pour minimiser

Lcqiip avec un pas d’apprentissage égal a 5 - 1073,

TABLE 10 — Jeu de données utilisé pour la calibration
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Maturité | Spread
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FIGURE 31 — Evolution de la perte L., au long des itérations dans le cas des
fonctions constantes. La perte stagne aux alentours de 107%. Paramétres calibrés :
p = 0.1174, ay, = 0.2336, a(t) = —0.7244, b(t) = —0.7639, o(t) = 0.6563, \(t) =
0.0900 et A*(t) = 0.0899.
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FIGURE 32 — Spreads estimés dans le cas des fonctions constantes. Le réseau de
neurones calibré semble étre linéaire par rapport a la maturité.
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FIGURE 33 — Evolution de la perte L au long des itérations dans le cas des
fonctions constantes par morceaux. La perte converge vers une valeur trés faible.
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FIGURE 34 — Spreads estimés dans le cas des fonctions constantes par morceaux.
Le réseau de neurones calibré interpole parfaitement les spreads du marché.
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FIGURE 35 — Evolution de la perte L., au long des itérations dans le cas des
fonctions constantes par morceaux, en utilisant la différenciation automatique ran-
domisée lors de I'entrainement du réseau. La perte oscille avant de converger vers
une valeur de l'ordre de 10712,
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FIGURE 36 — Spreads estimés dans le cas des fonctions constantes par morceaux et
avec la différenciation automatique randomisée. Le réseau calibré parvient & repro-
duire parfaitement les spreads du marché mais présente une variance plus élevée que
dans le cas sans RAD.
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FIGURE 37 — Fonctions calibrées dans le cas d’un entrainement sans RAD. Nous
avons considérés cing constantes sur U'intervalle [0, 6 ans|. Les deux autres valeurs

scalaires calibrées sont rho = 0.03323 et a, = 0.2524.
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FIGURE 38 — Fonctions calibrées dans le cas d’un entrainement avec RAD. Les deux
autres valeurs scalaires calibrées sont rho = 0.05471 et oy = —0.09102.

Temps de calibration | #itération MAPE

Fonctions constantes Tmin27s 5000 8.46%

Fonctions constantes Amin3Ts 3000 1.06-10-12 9
par morceaux

Fonctions constantes SImindTs 5500 1.02-10-49%

par morceaux + RAD

TABLE 11 — Temps de calibration, nombre d’itérations et erreur relative moyenne
par rapport aux spreads de marché.

5.7.1 Changement de numeéraire

On pose op(t,T) = —a(t) ftT b(s)ds. Sous Q :

B(t,T)

dBT) _ gt + op(t,T)dB}
dY; = —ayYydt + 0 (t)(pdB; + /1 — p?dB})
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On considére le changement de probabilités :

dQTIJ: K roas B, T)
dQ " B(0, )
dB"" = dB}! — o5(t, T)dt
dB]”* = dB?
Sous QT :

dY; = [—axYi + p- ox(t) - o(t, T)] dt + ox(t) [detT 1y /1= p2dBT ﬂ
= [—a\Y; + p - oa(t) - o(t, T)| dt + or(t)dW ]
=dY; +p-ox(t) - op(t, T)dt

L’intensité de défaut est :
A(E) =(A(1) + A (1)) 72"
— Py oo au [(;\(t) F (L)) - ef’t—%<f4>]

-~

n(t)

On fixe t=0. Le spread est :
fOT EQ [\ e o truthdu] g
S50 0T - EC [6— fOTm(ruHu)du}
[TES [AeJi o] B(0, 5)ds
Sor, 5 0T, - EQ™ [e‘ Jom )\udu:| B(0,T,,)

spd=(1—-TR)

—(1-R)

Pour approximer le CDS aprés ce changement de numéraire, il suffit d’avoir acces
aux prix zéro-coupons B(0, s) pour tout s € [0, 7] et d’approximer par régression :

H(&,5) =B [emfodi | ¢, ]
(€ 5) = EY e ford | 5]
Les zéros-coupons sont donnés par :
B(0,s) =e" Jo £(0u)du

Du point de vue de la simulation, on doit diffuser qu'un seul processus au lieu de
deux. Du point de vue de I'implémentation, il suffit de définir un noyau CuPy pour
évaluer 7).

La taille du vecteur de paramétres ¢ diminue, car la dynamique de \; ne dépend
pas du taux forward initial f(0,¢). On pose :

HB(& 8) = H(S,S) ’ B<O’ S)
Ip(&,s) = J(& s) - B(0,s)
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Aprés 'entrainement du réseau de neurones, le calcul du gradient du spread par
rapport aux parameétres ¢ est similaire au cas précédent :

1 Ospd T 6TnTn(6, Tn)) - (5 T (6 45)
I-R) o (S, 500 T (6 )

(G S H(6 ) (o 50 T 52 6 To)
(ZTmzodTmJB(gaTm))

Les constantes de la courbe forward f; interviennent dans le calcul du spread via
les zéros-coupons. Par conséquent, pour la calibration, on doit aussi calculer :

'Lnt

T .
—max _ oj g < g,
aB<07 8) Nnodes_]-' i-1
————=—-B(0,s)- {s—s;815_1<5<s;
dfi

0 sinon

{@@, s) = H(E,s) - 22002)
D (¢, 5) = J(&s) - 252
1 Ospd T 6TnTn(6, Tn)) - (5 0 (6 3T))
(1-R) Of (ZTmZO(STmJB(f>T ))?
(e T Hp (6 #5) (00 0T B (€ T)
(X120 0Tm (€, Ton))?

znt
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6 Conclusion

Dans les premiéres parties du rapport, nous avons examiné en détail la méthode
de "Différenciation Automatique Randomisée" dans le contexte de I'algorithme de
rétropropagation utilisé pour les réseaux de neurones. Nous avons constaté que, sous
réserve d’une implémentation optimale en termes de gestion de la mémoire, nous
pouvons réduire de maniére significative la quantité de RAM nécessaire pour stocker
les activations lors du pass forward. Bien que cette méthode introduise une variance
supplémentaire dans les estimations des gradients et qu’elle ralentisse légérement
la vitesse de convergence lors de ’entrainement, son impact sur les performances
finales demeure minime.

Par la suite, nous avons étudié 'approximation des espérances conditionnelles &
I’aide de réseaux de neurones. Cette approche présente plusieurs avantages. Tout
d’abord, elle permet d’obtenir une "formule fermée" aprés I’entrainement, car 1'in-
férence dans le cas d’'un réseau de neurones standard est pratiquement instantanée.
Deuxiémement, la différentiation automatique nous permet également d’obtenir le
gradient de la fonction approximée par rapport aux entrées. Dans le cas ot la fonction
a approximer représente le prix d’un contrat financier, ces gradients représentent les
sensibilités. Nous avons observé qu’avec une implémentation efficace du simulateur
de trajectoires, il est possible d’approximer les spreads des CDS et de calibrer le
modéle sur les données de marché en un temps raisonnable.
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